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SUR L I CINQUIÈME DÉMONSTRATION DE GAUSS 
DE LA LOI DE RECIPROCITE DE LEGENDRE 
PAII 
M. LERCH 
(Profciwiir * rilaivwiM1 de F ri bourg) 
Suit m un etiler quelconque, n un rnlier positif impair, pre-
mier avec le primlritl, et posons 
. - l . „ /km\ 
- 5 - l - s g n . R ( - J 
(1) ( i ( m . n ) - S x 1 
oilM'on pose suivant l'htihitiide 
et sgn. s étant + 1 on à — 1, suivant que 9 est positif on 
négatif, Àu moyen de la formule (1) soit dé&ni le signe de 
7 
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gendre 
(2) 
En supposant m—n' positif et impair, on a le théorème de 
réciprocité 
»-1 i 
La cinquième démonstration que Gauss a donnée de ce théo-
rème, deviné par Euler et formulé par Legendre, est susceptible 
d'une modification qui permet d'établir en même temps les lois 
( ^ M v ) ( T > ( £ ) - ( T ) ( 7 > 
qui résument presque toute la théorie du signe de Legendre. 
J'emploi, pour simplifier, la notation 
?(*)-sgn.R(x), 
et j'observe que l'expression 
2 ? (*) * (y) 
est toujours un entier. Cela étant, soient n, n' deux entiers im-
pairs et positifs, premiers entre eux, puis choisissons deux entiers 
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m et m', soumis à la seule condition que m soit premier envers 
n, et m' envers n\ et considérons la somme 
dont la voleur est toujours un entier. 
En introduisant les notations 
on aura 
c - s , £ ) , • ( £ ) . 
4 J - A + B + B' + C. 
La somme A contient autant d'nnitéi qu'il j a dca r a t a i t v 
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iioii divisibles par n ou par M\ et il s'ensuit 
(n— i )'(»>' — I) 
Pour ¿-voilier la somme C, observons que ses termes ne chnn 
gent pas en mettant — v au lieu de *. d'où il suit que 
Puisque le terme général 
/mp\ /m',i\ 
ne change pas en augmentant p. d'un multiple du module m ' , on 
Eeut remplacer l'ensemble des valeurs de p par un autre ensen-le de nu' valeurs incongrues; choisissons 
r — — , t. 
(fc'-O, ± 
Puisque, cette substitution faite, 
/m* \ /mn'h\ /m'tt\ /m'nh'\ 




Chacun des deux facteurs est évidemment égal à léro, et par 
conséquent 
C - O . 
Il restent encore à évaluer les deux sommes B et B'. La somme 
B s'obtient en supprimant dans la somme 
les termes qui rendent nulle la quantité s ( ~ V )• Or ce sont les 
/ « —1\ . ^ H ' 
valeurs » — hn' f A ^ — - — J , et il s'ensuit que 
^(»•'-D ¿-(—l) 
La signification de la fonction ? (x) fait voir immédiatement 
que toutes les sommes 
ta . 
2 ? (k entier) 
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•oui nulles. Puisque 
nn' - l n ' - i n - i 
— - — — n — h 2 * 
il ne restent de la première somme, dans l'expression de B, que 
les termes 
• '—l . i n—i n —s— -T 1 r 9 
et il »'ensuit 
•—i i 
ï /tnk\ i / mti'À \ 
ou bien, en faisant usage de l'écriture (1), 
B-2(i(m»i'1»)-2(*(«n. n). 
On trouve de la même manière 
B ' -2 j i {m'n, n')-2(x (m', n'), 
et en portant ces valeurs dans l'équalions 
4« = A + B + B'+C, 
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il vient 
— + (1 (mi»', n) + (I (m'n, n/) 
— |i (m, n) — (i (m', n1) — 2 « . 
En Taisant usage de la dé6nition (2), on en tire 
Fafeanl m =» t , on a la loi de réciprocité 
puisque la dé6nilion (1) donne immédiatement 
Faisant I D ' ^ I , la formule (A) devient 
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d'où, en divisant avec (B) membre à membre. 
Œ - ( Î ) ( t > 
Observurt que la formule 
sgu. R (s + h) - sgn. K (as) 
donne 
ji [m + An, n) — p (m, n), 
on voit que 
« 
Ce théuremu là permet «lu conduit' au moyeu de (3) Il rela-
tion plus générale 
Prenant m, m' positifs et impairs, et transformant les deux 
membres d'après la loi de réciprocité (B). on en lire un troisième 
théorème fondamental 
« 
écrit avec notation changée. 
On sait comment on peut déduire du théordme (D) la signifi-
cation habituelle du signe ( — J , si n est un nombre premier (« ) . 
n * 
(•) V. Krmtdur, MoñatAfnchte de fAeadhnif âe Unlin, 1870; ou Bach-
•UNS, Ifitdtre ZaUaMeori* (Leipzig, 1901, pag. 345). 
